FIZYKA PLASKIEJ ZIEMI

Jak wygladataby nasza rzeczywisto$¢ gdyby Ziemia, zamiast kulg, byta ,,(nie)skonczonym nale$nikiem”?
Analiza wynikdéw otrzymanych przy tym zatozeniu prowadzi do ciekawych wnioskow, thumaczacych sens
obecnie przyjmowanych zatozen w nauczaniu poczatkowym fizyki.

Na rysunku obok pokazany mamy ,,dysk Ziemi” o poki
co nieokreslonym promieniu, gestosci powierzchniowe;j
o 1 masie catkowitej M. Korzysta¢ bedziemy z
biegunowego uktadu wspotrzednych. Wiemy, ze:

dM = odS = ordrde

Na ciato o masie m w punkcie oddalonym o s od dM
dziata sita dF. Szczegolnie interesuje nas sktadowa tej

X sity wzdtuz osi z — wszystkie pozostate sktadowe nie

wnoszg nic do wyniku, co wida¢ z symetrii uktadu. Rozwazmy zatem dF;:

dMm z ordrde
dF, =dFcosl = G———=mz————5
S S (ZZ + TZ) /2
2n _ rdrdp R rdr
F, = szaf f = 2nszaf —
(z2 +712) /2 0o (z2+712?) /2

Wygodnie zastosowa¢ w tym miejscu podstawienie t = z% + r? — dr = dt/2r. Woéwczas otrzymamy:

r dt 1 -3/ -1
f3——=—ft 2dt =—x
t2/22r 2 VzZ + 12

Wracajac do F,

1 1 1
FE, =2ntmzo0 ———— 2nsza( —)
“ Vz? +r2l, lz| 22 + R?

Zaktadamy, ze z > 0, czyli |z| = z

z

F, = 2nGmo (1 m)
W podobnych problemach wygodnie mowic nie o sile, ale o natgzeniu pola grawitacyjnego
zdefiniowanemu jako sita na jednostke¢ masy. Dzigki temu wynik obliczen staje si¢ niezalezny od masy.
Zauwazmy w tym miejscu, ze natezenie pola, czyli iloraz sity przez mase jest, w mysl Il zasady dynamiki
Newtona, przyspieszeniem jakie otrzymuje ciato (jesli sita grawitacji jest jedyna sita na nie dziatajacg).
Takie przyspieszenie grawitacyjne oznaczamy litera g. Wprowadzmy tez wersor k (wektor o module
réwnym jednosci i kierunku dodatniej osi z) co pozwoli nam zapisa¢ roOwnanie w postaci wektorowe;.

z -
= —2nGo (1 ——)k
g Vz2 + R?



Co dzieje sig jesli R — 00? Roboczo przepiszmy rownanie do w postaci

1 _
g=-2nGo|1-—— |k

1+ (R/,)

Tutaj od razu widzimy, ze przy R — o, g - —2nGmaok (oraz g — 0 przy z — 0). Jest to bardzo istotny
wniosek. Okazuje si¢ bowiem, ze w przypadku nieskonczonej ptaszczyzny wektor g nie zalezy od
wysokosci nad ptaszczyzng i w kazdym punkcie potprzestrzeni nad ptaszczyzna, tzn. z = 0 wynosi

g-= —2nGok

Zatem jasne staje si¢ zatozenie tak czesto stosowane w podrecznikach fizyki uzywanych w jej
poczatkowym nauczaniu, ze g nisko nad ziemig jest stale — wowczas powierzchni¢ planety traktowac
mozna jako nieskonczong i ptaska.

Jak inaczej uzyskac ten sam wynik? Okazuje si¢, ze w przypadku grawitacji istnieje prawo Gaussa
analogiczne do tego wystepujacego przy opisie pola elektrycznego. Przedstawia si¢ je w postaci:

fg -dS = —4nGM

Zastosujmy je w omawianym przypadku. W tym celu przetniemy naszg nieoskoczong plaszczyzng
»pudetkiem” o gornej i dolnej $ciance o powierzchni AS réwnoleglych do ptaszczyzny. Z iloczynu
skalarnego w prawie Gaussa wynika, ze jedynie te dwie $cianki beda miaty wktad do catki, bowiem
przyjmujemy, ze pozostate cztery sa prostopadie do ptaszczyzny i cosinus ukryty w iloczynie skalarnym
rowny jest zero. Korzystajac z tej obserwacji catke zapiszemy jako:

fg-dS+ fg-dS=—gAS—gAS
dot goéra

... a cale prawo Gaussa jako:

—2gAS = —4nGM
g = 2nGo
lub w postaci wektorowej:
g= —2nGok

Konczac ta cze$¢ naszych rozwazan, obliczymy jeszcze dla satysfakcji gestos¢ powierzchniowa, jesli g
)

miatoby wynosié¢ na plaskiej ziemi tyle co obecnie czyli 9.8 m/s?. ¢ = P 2.34 x 101 kg/m?2.

Catkiem sporo!



Nie omowilismy jeszcze jednej istotnej kwestii, a mianowicie jak zachowuje si¢ energia potencjalna przy
takich zatozeniach. Oszczedzajac czas 1 miejsce na dowdd, energie potencjalng na jednostke masy w
punkcie a i sile taczy zaleznosé¢

4
V(a) = f (g-k)dz!

a

Gdzie W oznacza punkt odniesienia zdefiniowany nastgpujaco: V(W) = 0. Dla przyktadu: jesli
$ - %) Przewaznie przyjmujemy ¥ = oo, ale nie
zawsze przynosi to dobre rezultaty — punktu odniesienia w nieskonczonosci nie mozemy niestety przyjac
dla naszej ptaskiej ziemi.

rozwazamy ciato kuliste 0 masie M to V(a) = GM (

V(a) = —2nGo dz = —2nGo (¥ —a+R2 +a? — JR? + ¥2) =

¥ Z
)
-[a ( z2 + R?
= 2nGo (—¥ +a— /R +a? + R? + ¥2)

Tutaj najlepiej bedzie przyja¢ ¥ = 0; woéwczas ‘V(a) = 2nGo(a+ R — VR? + a?) ‘ Dziwi¢ moze
swoboda z jakg wybieramy V. Nie ma tu jednak niczego niepoprawnego; prawa fizyki sg przeciez
niezmienne bez wzgledu na to jakich uméw uzywamy. Co wigcej w przypadku potencjalow
grawitacyjnych jakimi tutaj operujemy wazne sa jedynie roznice migdzy nimi — potencjat jako taki cigzko
nawet zinterpretowac. Dla przyktadu: dla masy o rozktadzie kulistym stuszne jest, juz wczeséniej

é - %) Sprobujmy obliczy¢ predkosé ucieczki v, tj. predkos¢ jaka nalezy
cialu m nada¢ aby uwolnilo si¢ od oddziatywania grawitacyjnego z cialem M. Wiemy, Zze grawitacja
posiada nieskonczony zasieg zatem chcemy po prostu, aby cialo o masie m zatrzymato si¢ w

nieskonczonosci; energia jest zachowana.

wspomniane V(a) = GM(

Epocz = Exonc

GMm (&~ ——) + = mv? = GMm]i (1 1)
m\p Apocz 2 M = MM \w " g

Po drobnych przeksztalceniach:

GM(l 1)+ GM 1 )
_—— = -7
Yy vy Apocz 2%

2GM
V. =
“ QApocz

Jak zatem wida¢ v nie zalezy od W. Pod a,,¢, powinnismy podstawi¢ promiefi planety.

! Jest to szczegolna postaé bardziej ogolnego V(a) = f:j g - dl, gdzie dl = dxi + dyj + dzk, ale i tak w tym
przypadku catka nie zalezy oczywiscie od drogi catkowania, wigc wybratem najprostsza mozliwa; i =1 0 0, etc.



Sprobujmy obliczy¢ v, dla naszej ptaskiej Ziemi, korzystajac znowu z zasady zachowania energii.

1
Epocz = Emvﬁ + 2nGom (—‘P + Apocz — /RZ + Qpocs? +VRZ + lpz)
- 2nG R R2 2
= Emvu + 2nGom | apoc; + R — + Apocz

Eyone = 2mGom lim (a +R—+R?+ az) = 2nGom | lim R + lim (a — \/W)]

a—oo a— oo a—oo

¥=0

Jedynym tutaj problemem moze by¢ obliczenie lim (a —VR? + az) Najlepiej bedzie to zrobi¢

a—oo

przeksztatcajac do postaci

[(a —VRZ + az)(a + VRZ + az)]
A% (VR T )

RZ
_ lm< )
a-o\q ++R2 + a2

Zatem Eyonc = 2nGomR. Z Epyc; = Egonc po drobnych przeksztatceniach otrzymujemy

= 47‘[60’( /RZ + Apocz® — apocz)

W tym przypadku pod a,,, nalezatoby podstawi¢ zero, aby zachowac fizyczny sens predkosci ucieczki.

Woéwczas v, = 2VnGaR | Stad mozna i$¢ dalej i policzy¢ np. ile musialaby wynosi¢ ggstosé
powierzchniowa przy ustalonym R (lub na odwrét) aby nasz ,.,komiczny placek™ stat si¢ czarng dziurs.
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