OPOR AERODYNAMICZNY

Dla matych predkosci sita oporu aecrodynamicznego proporcjonalna jest do szybkosci ciata poruszajacego
si¢ w plynie, zatem ruch spadajacego ciala przy wspomnianych zatozeniach przedstawia rownanie

my = —by + mg, gdzie b jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci sity oporu do szybkosci, zaleznym od
geometrii ciata i charakterystyki o§rodka. Z rownania tatwo otrzymujemy y, stosujgc podstawienie y = v:
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[l |

9—qv

Wygodnie jest zdefiniowac sobie f = % (a nastgpnie u = g — fv). Rozwigzaniem réwnania jest
v =y =5 (1~

Jak nietrudno zauwazy¢ dlat — oo, y — %. Te statg nazywamy predkoscig graniczng, bowiem po pewnym

czasie (w warunkach rzeczywistych znacznie krotszym niz nieskonczono$¢) ruch ciata odbywa sie ze stata
predkoscia.

Dla znacznych predkosci, okazuje si¢, ze sita oporu proporcjonalna jest do gestosci osrodka p, pola
przekroju poprzecznego S i kwadratu predkosci. Zatem Fj, ~ pv?2S. Jak pokazuje dos§wiadczenie:

1
Fp = ECDPUZS

Gdzie stata Cp to tzw. wspotezynnik sity oporu. Poprzednio znalezlismy przyblizony wzor na predkos$é w
spadku z sitg oporu. Teraz sprobujemy znalez¢ zalezno$¢ blizszg prawdzie.

Niech K = %CDpS, oraz a = % Roéwnanie ruchu: mj = mg — Ky?. Po zastosowaniu podstawienia

y = v:dv = (g — av?)dt. Zatem musimy rozwigzaé¢
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Zajmijmy si¢ najpierw lewa strong.
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Whpierw rozwigzmy pierwszg catke w nawiasie, w tym celu podstawmy u = \/E +av.
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Przypominamy sobie o granicach catkowania (od 0 do v), wiec
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Zatem cata prawa strona jest rowna
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Zaraz, zaraz! Wyrazenie to tudzaco przypomina definicje funkcji tanh™t x = %ln g Skorzystajmy z

Podobnie rozwigzujemy druga, otrzymujac —

tego faktu, przepisujac nasz wynik w postaci
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Wracajac do oryginalnego rownania (*)

a
Jagt = tanh™! \/:v
g

(oczywiscie prawa strona rownania to p0 prostu t). Stad, liczac tangens hiperboliczny z obu stron
réwnania otrzymujemy w koncu:

v(t) = y(t) —ftanh(rt)

Poréwnanie. Wypiszmy obok siebie oba wzory (przyblizony i doktadny) dla lepszego wgladu.

y(©) = %(1 — e~Pt) —wzér przyblizony, f = %

oy — |9 R _ K _ CppsS
y(t) = J;tanh(,/agt) wzor dokladny, a = — = —"=

Obie zaleznosci sa wrecz do siebie blizniaczo podobne, co tyczy si¢ przede wszystkim charakteru statych
a i f, ktore w obu przypadkach sa ilorazami wielko$ci odpowiadajacych cechom geometrycznym ciata i
charakterystyce osrodka do jego masy. Réwniez charakter obu ruchéw jest podobny. Przy t — oo,

. g . . . g _ |2mg
y(t) = 5 aw doktadniejszym wzorze y(t) — \/; = ’_pCDS'

Wykresy obu funkcji y(t) przedstawiono we wspdlnym uktadzie wspotrzednych ponizej. (wszystkie state
majg wartos$¢ 1).
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Niestety, w tym miejscu przyjemne rachunki si¢ koncza, a dalsza analiza tego ruchu wigze si¢ z raczej
,,brzydkimi” zalezno$ciami. Na przyktad przemieszczenie wyraza si¢ poprzez:

y(t) = J}'I dt = f\/gtanh(\/@t) dt =%ln[cosh(\/@t)] +C

(czytelnik moze sprawdzi¢, ze faktycznie % ma wymiar dlugo$ci). Powyzszy wzor ukazuje, ze bedziemy w
powaznych tarapatach, jesli kto$ zapyta nas, np. o czas, w jakim sita oporu aerodynamicznego wykonata
jaka$ konkretng prace. W = F, - d, gdzie d jest wektorem przemieszczenia. W naszym przypadku
oczywiscie d = yj, natomiast F, = —Fpj (zatozyli$my o$ y skierowang zgodnie z kierunkiem ruchu,
czyli ,,w dot”). Zatem W = —Fpy, ale zardwno Fj, jak i y sa funkcjami czasu! Praca naszej sity (rowniez

zalezna od czasu) wynosi wiec: W (t) = amy?(t) - éln[cosh(,/agt)]. Podstawiajac za y(t) wczesniej

wyliczone wyrazenie otrzymujemy nastgpujaca potwornosé. Zaktadamy y(0) = %, wtedy C = 0.

W (6) = tanh?(|/agt) In[cosh(y/agt)]

Jak zatem wida¢, na tak postawione pytanie nie jesteSmy w stanie odpowiedzie¢, bowiem wyliczenie t z
powyzszej rownosci jest praktycznie niemozliwe. Skorzystac¢ jednak mozemy w tym celu z metod
numerycznych. Jezeli jednak praca, ktérg ma wykona¢ nasza sita jest znaczna (tak ze jesteSmy pewni, iz
do jej wykonania potrzeba duzo czasu), mozemy skorzystac¢ z nastgpujacego przyblizenia. Zauwazmy, ze
skoro predkos¢ ciata dazy do wartos$ci statej, to funkcja opisujaca jego przemieszczenie dla znacznych
warto$ci argumentu t bedzie wyglgdaé jak funkcja liniowa. Sprawdzmy dokad zaprowadzi nas takie

eX+e™*

rozumowanie — rozpiszemy funkcje, z ktorej bierzemy logarytm z definicji, tj. coshx =



1 1 e\/a_gt e_\/@t
y(t)=aln[cosh(\/a_gt)]=aln< Z )

Tutaj od razu widzimy, ze dla wzglednie duzych wartosci t, drugi sktadnik sumy pod logarytmem znika i
cato$¢ upraszcza si¢ do postaci:

_ 1
1_!1—>r2> y(t) = P (,/agt —In 2)
Podobnie rzecz ma si¢ w przypadku W (t), bowiem tanh? (,/agt) - 1, zatem otrzymujemy
i -9 _
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Nalezy pamigtac, ze jest to tylko i wylacznie przyblizenie, ktore dla matych wartosci czynnika /ag moze
by¢ dalekie od prawdy.

Przyktad. Rozwazmy spadajaca kule zelazng o promieniu 0.5 m. Wowczas Cp, = 0,47; p = 1,2 kg/m3;
$=0,785m?m= %pzﬂ(O,SmP = 4122,82 kg. Otrzymujemy a = 5,37 - 10> m~*, a stad \/ag =
0,023 s~ 1. Aby stopi¢ taka mase Zelaza (juz znajdujacego sic w odpowiedniej temperaturze)

potrzebowaliby$my dostarczyé 1,105 - 10°] energii. Zatem czas potrzebny na stopienie zelaznej kuli
podczas jej spadania, na skutek dziatania sity opory aerodynamicznego wyniostby w przyblizeniu

t =~ 64s+ 296,12s =360,12s = 6 min

A droga jaka w tym czasie przebyto ciato wynosi okoto 167 km. Wydaje si¢ to by¢ znaczng wysokoscia,
podczas gdy w rzeczywisto$ci jest to zaledwie 2,6% promienia Ziemi.
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