ZASADA NAJMNIEJSZEGO DZIALANIA

Rozwazmy nastepujacy problem: dany jest zbidr trajektorii pewnego ciata. Jedna z ich jest tg,
ktéra podazac bedzie ciato w rzeczywistoSci. Jak odroznic ta wilasciwg, od pozostatych,
moZliwych tylko z matematycznego punktu widzenia?

Sposdb Newtona

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie wezmy pod uwage jeden z najprostszych przypadkow, a
mianowicie trajektorie! ciata rzuconego pionowo w gére w polu cigzenia. Wiemy, Ze ruch trwa
przez czas 7, a czastka porusza sie wiec wzdtuz jednej tylko osi - niech osig tg bedzie o$ y. Na
wykresie potozenia od czasu, jej trajektoria bedzie wiec miata ksztatt paraboli. Odpowiedzi na
zadane pytanie udzielit Newton: wykresem tym bedzie y(¢) takie, ze
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Catkujac i obliczajac state catkowania z warunkéw zadania ( y(0) = 0, y(T) = 0 )otrzymujemy
parabole o rownaniu

1
y®&) =gt(T - 1)
Zastanéwmy sie jak inaczej mozna dojs$¢ do takiego rezultatu.

Spos6b Hamiltona

Parabola (a w ogo6lnosci dowolna krzywa) sktada sie z sumy krotkich odcinkow - im bardziej
»podzielimy” krzywa, tym mniejsze beda odcinki. Poniewaz do dyspozycji mamy jedynie
wykresy krzywych, a po ,podzieleniu” budujgce je krétkie odcinki, funkcja ktérej zadaniem
bedzie rozréznienie mozliwych wykreséw od rzeczywistego, musi zaleze¢ wytgcznie od wartosci
potozenia w danej chwili y( £, nachylenia odcinka, czyli pochodnej y(t), i w konicu musi by¢
proporcjonalna do czasu. Zatem funkcja bedzie miata postacd.
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Zastanéwmy sie jaka doktadnie funkcja moze kry¢ sie za oznaczeniem L? Moze to by¢ zwigzek
wielkosci %myz imgy, czyli energii kinetycznej i potencjalnej2.Zaproponujmy, ze tym zwigzkiem
jestréznica T'i U.

Funkcje L nazywamy funkcjg Lagrange’a (lagranzjanem)uktadu, a catke .S - dziataniem uktadu

! Przez trajektorie rozumiemy droge przebyta przez ciato w przestrzeni konfiguracyjnej w miare uptywu
czasu. Wspomniana przestrzen jest przestrzenia abstrakcyjng - w rzeczy samej podczas rzutu w gére
obserwujemy jedynie cialo poruszajace sie wzdtuz jednej osi.

2 Przyjmujemy oznaczenia: 7'i Ukolejno dla energii kinetycznej i potencjalne;j.



Funkcja Sprzyjmuje wowczas postac
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Przypomnijmy, ze zadaniem skonstruowanej funkcji jest wybranie sposréd catej rodziny
paraboli o rownaniu ogélnym y = kgt(T — t) tej, ktorej wykres zaobserwujemy, w momencie
rzutu pionowego w rzeczywistosci, tzn. takiej, dla ktorej k = % Do wyrazenia na Spodstawiamy
w odpowiednie miejscay = kgt(T — t) oraz y? = g?k?(T? + 4t? — 4tT). W wyniku
elementarnego catkowania mamy

1
S = gngT3(2k -1)

Okazuje sie, ze funkcja ma ekstremum dla k = % Identyczng warto$¢ wspétczynnika mamy w

réwnaniu paraboli wyliczonym z réwnania ruchu Newtona! Wysnuwamy wiec odwazna
hipoteze: W rzeczywistosci czastka porusza sie miedzy dwoma potozeniami w przestrzeni
konfiguracyjnej, tak, ze S przyjmuje wartos¢ ekstremalng. Wykazemy to za chwile.

Réznica funkcji i rézniczka funkcji

Réznicg funkcji nazywamy réznice jej wartos$ci w dwu miejscach oddalonych od siebie o Ax.

Af(x) = f(x + Ax) = f(x)

Rézniczka z kolei to podobne wyrazenie, lecz zmiana argumentu jest nieskonczenie mata

df (x) = f(x +dx) — f(x) = f(x) dx
Stwierdzamy, ze Af =~ df oraz, ze przyblizenie to jest tym lepsze im mniejsze Ax.
Podobnie wyglada sytuacja w przypadku funkcji kilu zmiennych (tu dwu)

of of
Af(x,y) = gAx + @Ay
Zauwazy¢ mozna, ze je$li Ax jest nieskoniczenie mate to w punkcie, w ktérym funkcja ma
ekstremum zachodzi réwno$¢ f(x + Ax,y + Ay) = f(x,y). Interpretujemy to w sposéb
nastepujacy: w miejscu gdzie fiinkcja ma ekstremum, zmiana argumentu o wartos¢
infinitezymalng nie zmienia wartosci funkcji.

Réwnanie Lagrange’a3

Korzystajac z informacji z poprzedniego punktu mozemy wywnioskowac, ze jesli funkcja .S
przyjmowata warto$¢ ekstremalng dla pewnego g(£), to zmiana tej funkcji na Q(?), nie zmieni
dziatania jesli

Q) —q(®) = 6q(t)

3 W tym miejscu zastagpimy wspéirzedna y zbiorem N wspoétrzednych uogélnionych charakteryzujacych
catkowicie potozenie czastki (o NV stopniach swobody) w przestrzeni. Zbiér tych wartosci oznaczymy
krotko przez g. Celem uogoélnienia zmienimy tez granice catkowania - od t; do ¢,.



Gdzie 6q(t) jest funkcja mata w catym przedziale czasu. Zasade najmniejszego dziatania mozna
wiec zapisa¢ w postaci
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Stad mamy (patrz poprzedni punkt)
SL=L(Q,0,t) — L(q, 9 t)—aL(S +aL6'
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Poniewaz, kazda trajektoria poréwnawcza przechodzi przez punkty poczatku i korica ruchu
mamy dodatkowo

8q(ty) = 8q(t;) =0

Kolejnym zwigzkiem jest

W konicu mamy
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Z drugiego wyrazenia pod catkg otrzymujemy poprzez catkowanie przez czesci
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Pierwszy czton w réznicy znika na mocy warunku 8q (t;) = 8q(t,) = 0 wiec zostaje
t2 /0L d 0L
55=f (————,) 5q dt =
ty

Jest to mozliwe tyko wowczas gdy

Otrzymane réwnanie nazywamy rownaniem Lagrange’a. Podstawiajgc tutaj réznice energii
kinetycznej i potencjalnej pod lagranzjan otrzymujemy
au .
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Czyli rownos$¢ bedaca definicjg sity. Zatem dowiedli$my tezy o poprawnos$ci wcze$niej
sformutowanej zasady najmniejszego dziatania.

Autor: A. Balazinski



